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　 　 一道让五万考生得零分的解析几何题的深入探究

2011年山东省高考理科解析几何压轴题集定值、最值问题于一体，让五万考生得零分，得知此情我对此题做了深入探究．这么多的考生得零分，原因是此题起点较高，第一问就是定值问题，第二问是最值问题，第三问是探索性问题，下面我们研究其多种解题思路．

原题：已知直线
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与椭圆
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（Ⅰ）证明：
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（Ⅱ）设线段
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的中点为
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（Ⅲ）椭圆
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上是否存在三点
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的形状；若不存在，说明理由．

这个题目关键是做好第（Ⅰ）问，由于第（Ⅰ）问作为起点比前几年第（Ⅰ）问高了些（前几年第（Ⅰ）问多数为求曲线方程，比较简单），所以考生普遍感到较难．事实上，第（Ⅰ）问完全可以通过特殊情况的研究获得正确的结果，做第（Ⅱ），（Ⅲ）问时只要充分利用第（Ⅰ）问的结果，是不难做好的．

１．探究第（Ⅰ）问的三种解法：

解法１：从直线方程入手，注意讨论　

（1）当
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（2）当
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斜率存在时，设
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到直线
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所以
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评注：（１）这是大多数学生熟悉的解法，特别是从特殊情况讨论的办法，值得同学们重视．一般地，定值问题都可以利用特殊情况确定这个定值，使对一般情况的研究有了方向．

（２）若使用面积公式
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，这个办法可以使运算量减小，应该适当考虑这个办法．一般地，用割补法求三角形的面积时，分割线段最好在坐标轴上．

解法２：考虑利用三角形的面积公式
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，于是把点转化为向量，利用向量的夹角公式．

证明：
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，整理得，
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评注：（１）解法２中
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还可以使用割补法（就是解法１评注中提到的方法）论证：

先考虑
[image: image70.wmf]11

(,)

Pxy

，
[image: image71.wmf]12

(,)

Qxy

两点确定的直线与
[image: image72.wmf]x

轴相交的情况，设交点为
[image: image73.wmf]0

(,0)

Rx

，则
[image: image74.wmf]121

1210

0

yyy

xxxx

--

=

--

，解得
[image: image75.wmf]1121221

01

1212

()

yxxxyxy

xx

yyyy

--+

=-=

--

，所以
[image: image76.wmf]0211221

11

||||||

22

OPQ

Sxyyxyxy

D

=-=-

·

．

显然，当
[image: image77.wmf]PQ

平行于
[image: image78.wmf]x

轴时，
[image: image79.wmf]12

yy

=

，仍然有
[image: image80.wmf]1221

1

||

2

OPQ

Sxyxy

D

=-

．综上，
[image: image81.wmf]1221

1

||

2

OPQ

Sxyxy

D

=-

．

这个结论很好记忆．

（２）解法２优点是不需要分类讨论，但是计算比较麻烦，变形技巧较高，不容易掌握，若是利用三角换元法对
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解法３：推导
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根据椭圆的标准方程，令
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或者由
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２．做第（Ⅱ）问应该充分利用第（Ⅰ）问的结论：

解法１：直接坐标化可以顺利利用第（Ⅰ）问的结果，但是计算比较复杂：
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因此，
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解法２：若能注意到
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的结果为定值，则有下面的更简单的解法：
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评注：上面的解法较好地利用了第（Ⅰ）问的结果，若是不注意这一点，则可能继续使用第（Ⅰ）问的第一种解法的分类讨论，于是有下面的解法：

解法３：（1）当
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（２）当
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综合（１）（２）得
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评注：显然，这种解法事实上利用了第（Ⅰ）问的一些中间结果，而不是最终结果，过程麻烦一些是理所当然的了．

3．探究第（Ⅱ）问的独立解法：

假如第（Ⅱ）问是独立的一问，也就是如果没有第（Ⅰ）问作为铺垫，那么，我们发现这是一个弦中点问题，很容易用点差法求出直线
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由题意
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（1） 当
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（２）当
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当且仅当
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综合（１）（２）得
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在上面的解法中使用了两条直线的夹角公式，由于现在有些版本的教材没有这个公式，所以我们再提供求
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4．做第（Ⅲ）问也应该充分利用第（Ⅰ）问的结论：

答案：椭圆
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证明：假设存在三点
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由（Ⅰ）得：
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评注：本小题很容易让人联想起2004年全国高考卷Ⅰ（当年山东省还没有自主命题，也是用的这套试题）第12题：已知
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这个题目也是要解出
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取到最小值为
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，本题的思维误区是想利用基本不等式解决，而不去求出
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的值．

总结：在这个高考题的探究中，涉及到利用四大数学思想方法即函数方程，数形结合，分类讨论，转化化归．从数学工具上看主要利用了直线斜率，向量，三角换元法，基本不等式．
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