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     圆锥曲线定点问题探究

 ——有趣的“母子圆锥曲线”

　　 
一、母子抛物线及其性质的探求过程：

第一步：一个经典的例题

例1：已知抛物线
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，
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是坐标原点，作射线
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、

交抛物线
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于两点
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．求证：直线
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过定点．
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证明：如图1,显然直线
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斜率不是
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，设直线
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的方程为
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，联立
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当
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时, 直线
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的方程为
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,直线
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过定点
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,不符合题意．

当
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时,直线
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的方程为
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，显然直线
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过定点
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综上, 直线
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过定点
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第二步：经典例题中的直角顶点换个位置

例2：已知抛物线
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是
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上的一个定点，作射线
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交抛物线
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于
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．求证：直线
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过定点．

证明：如图2,显然直线
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斜率不是
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，设直线
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的方程为
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，联立
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即
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即
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当
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过定点
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当
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,即直线
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过定点
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综上, 直线
[image: image78.wmf]AB

过定点
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第三步：例2中
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再改为其关于
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轴的对称点
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例3：已知抛物线
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是
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上的一个定点，作射线
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交抛物线
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于
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．求直线
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所过定点．
解：根据抛物线的对称性，不难猜想直线
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所过定点与例2中所过定点关于
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轴对称,即为
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．求解过程略．

第四步： 提出一个问题，并对问题的答案作出猜想
当
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点在抛物线上运动时，直线
[image: image95.wmf]AB

所过的定点
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也在运动，那么点
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的轨迹是什么呢？如何求出轨迹方程呢？
我们首先猜想
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的轨迹是抛物线，我们已经得到
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，于是进一步猜想
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的轨迹是以
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为顶点，开口向右的抛物线，于是我们设轨迹方程为
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，于是得到猜想的轨迹方程为
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第五步：给出第四步中猜想的详细证明

注意:证明中涉及参数非常多，因此变换过程要参照例2中的思路方法，变换过程中分解因式比较复杂，注意按照某个字母的降幂排列．

例4：设抛物线
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上一定点为
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，作射线
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交抛物线
[image: image111.wmf]C

于
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．求直线
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所过定点
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的坐标,并求出
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的轨迹方程．

解:显然直线
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斜率不是
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，设直线
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的方程为
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联立
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当
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过定点
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过定点
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即
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的轨迹方程为
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第六步：母子抛物线性质及其逆命题

1、母子抛物线及其性质:

如图3,在抛物线
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上取点
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，作射线
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2、母子抛物线性质的逆命题:

在子抛物线
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在母抛物线
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上一定存在异于
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为直径的圆过定点”．

我们不难论证母子抛物线的性质的逆命题也是真命题，限于篇幅，在此从略．

二、母子椭圆

我们用研究母子抛物线类似的方法研究母子椭圆．

1、求特殊点:

例5、已知椭圆
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．求直线
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所过定点的坐标．

解：显然直线
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有斜率，设直线
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的方程为
[image: image190.wmf]ykxm

=+

，
联立
[image: image191.wmf]2

2

1

2

x

y

+=

得：
[image: image192.wmf]222

(21)4220

kxkmxm

+++-=

，
当
[image: image193.wmf]0

D>

时，设
[image: image194.wmf]1122

((

AxBx

,y)

、

,y)

，
则
[image: image195.wmf]2

1212

22

422

,,

2121

kmm

xxxx

kk

-

+=-=

++


又
[image: image196.wmf]MAMB

^

，∴
[image: image197.wmf]0

MAMB

×=

uuuruuur

，
即
[image: image198.wmf]1212

0

xx

=

+(y-1)(y-1)

，

[image: image199.wmf]121212

()10

xxyyyy

+-++=

，
又
[image: image200.wmf]1

ykxm

=+

，
[image: image201.wmf]2

ykxm

=+

，
∴
[image: image202.wmf]22

1212

(1)(1)()210

kxxkmxxmm

++-++-+=

，
把
[image: image203.wmf]2

1212

22

422

,

2121

kmm

xxxx

kk

-

+=-=

++

代入上式得：

[image: image204.wmf]2

22

22

224

(1)(1)210

2121

mkm

kkmmm

kk

-

+×--×+-+=

++

，注意到
[image: image205.wmf]1

m

=

显然不合题意，
于是上式化为：
[image: image206.wmf]2

22

2(1)4

(1)(1)0

2121

mkm

kkm

kk

+

+×-×+-=

++

，
整理得
[image: image207.wmf]310

m

+=

，∴
[image: image208.wmf]1

3

m

=-

．

即直线
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的坐标改为顶点
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过定点
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把
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2、猜想:

由
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3、检验: 

一般的证明过程比较复杂,我们在此仅仅把
[image: image238.wmf]M

改为椭圆
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例6、已知椭圆
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．求直线
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所过定点坐标．

解：如图4,显然直线
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有斜率，设直线
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的方程为
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4、结论:
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称为一对母子椭圆． 

显然,这个性质的逆命题也是真命题．

三、母子双曲线
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也是一组平行线．

2、非等轴双曲线
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例8：已知双曲线
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解：如图6, 当直线
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综上, 直线
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3、有兴趣的同学自己探求母子双曲线：

在双曲线
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称为一对母子双曲线．
四、母子圆: 

显然,在圆
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也就是本文中所谓的子圆已经退化为一个点——圆心．

当然,把
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但是,如果我们把研究抛物线、椭圆、双曲线问题中的
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等非直角，则其情形怎样呢，这个问题显然十分复杂，期待着有兴趣的读者去研究、去探索．

规律总结:

在圆锥曲线
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[image: image425.wmf]M
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于
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．当
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在
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仍然是相应种类的圆锥曲线,我们把
[image: image436.wmf]C

与
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叫做一对母子圆锥曲线．

对于母子抛物线, 子抛物线
[image: image438.wmf]C

¢

由母抛物线
[image: image439.wmf]C

平移得到(平移长度恰好等于抛物线的通径),开口大小方向不变;

对于椭圆, 母子椭圆中心相同,离心率相同; 

对于双曲线,母子双曲线中心相同,离心率相同,当然渐进线也相同．

本文所探究的问题涉及高考中经常考查的定值与定点问题,其变化的题目是高考的热点．
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